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УДК 539.3
Г. И. МИХАСЕВ, М. Г. БОТОГОВА, Е. С. ФИЛОНЧИК
ОЦЕНКА ОСЕСИММЕТРИЧНОГО НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ  
УГЛЕРОДНОЙ НАНОТРУБКИ, ВНЕДРЕННОЙ В НЕОДНОРОДНУЮ УПРУГУЮ СРЕДУ, 
ОСНОВАННАЯ НА НЕЛОКАЛЬНОЙ ТЕОРИИ ОРТОТРОПНЫХ ОБОЛОЧЕК
Рассмотрена одностенная углеродная нанотрубка, находящаяся в неоднородной упругой среде, свойства которой изме-
няются вдоль оси трубки. Трубка находится под действием постоянной осевой силы и испытывает нормальное внешнее дав-
ление, зависящее от осевой координаты. Углеродная нанотрубка представляется тонкой ортотропной цилиндрической обо-
лочкой, уравнения для которой записываются с учетом нелокальной континуальной теории Эрингена. Реакция неоднородной 
упругой среды учитывается в рамках винклеровского основания с коэффициентом постели, зависящим от осевой координаты. 
Было установлено, что при сжатии трубки осевой силой наибольшее отклонение атомов от исходного положения имеет место 
в окрестности параллели, на которой реакция окружающей матрицы наиболее слабая.
Ключевые слова: углеродная нанотрубка (УНТ); винклеровское основание; нелокальная континуальная теория Эрингена; 
основное напряженно-деформированное состояние в УНТ; краевой эффект; параметр нелокальности.
The estimation of membrane stresses in a single-walled carbon nanotube embedded in a nonhomogeneous elastic matrix is 
performed. The surrounding elastic medium is modeled as Winkler’s foundation with a variable spring constant depending on the axial 
coordinate. The carbon nanotube is represented by a thin orthotropic cylindrical shell, the constitutive equations being written with the 
use of Eringen’s non-local theory of elasticity. The tube is subjected to external normal pressure and axial forces. The axisymmetric 
strain-stress state is found as the superposition of a membrane stress state and an edge effect generated by the parameter of non-locality.
Key words: carbon nanotube; Winkler’s foundation; Eringen’s non-local theory of elasticity; membrane stress state; edge effect; 
parameter of non-locality.
Широкое использование углеродных нанотрубок (УНТ) в качестве армирующих элементов или на-
полнителей при создании композиционных материалов [1] делает актуальной задачу расчета напря-
жений, возникающих в трубке под действием внешних сил. Достоверная оценка начальных напряже-
ний в УНТ с учетом особенностей (неоднородностей) в структуре матрицы необходима для решения и 
других задач, имеющих самостоятельный научный и прикладной интерес: определение прочностных 
характеристик самой трубки, нахождение критических усилий, приводящих к потере устойчивости в 
матрице [2, 3], исследование динамических характеристик (собственных частот и форм колебаний) с 
учетом взаимодействия атомов УНТ и окружающей упругой среды [4]. Например, в работе [4] пока-
зано, что наличие ослабляющих включений (молекул инородного вещества) в упругой матрице может 
порождать аномальные собственные формы колебаний трубки. Данные формы, характеризующиеся 
сильной локализацией в окрестности некоторой «слабой» линии, возникают при действии растягиваю-
щих осевых сил и не свойственны макроразмерным оболочкам [5], контактирующим с упругой средой. 
Как показано в [4], обнаружение данных мод стало возможным благодаря учету нелокальных эффектов 
в законе физического состояния [6, 7]. 
Постановка задачи. Разрешающие уравнения
Рассмотрим одностенную углеродную нанотрубку (УНТ) длиной L и радиусом R, находящуюся в 
неоднородной упругой среде, свойства которой изменяются вдоль ее оси. Трубка находится под дей-
ствием постоянной осевой силы T1
  и испытывает нормальное внешнее давление q x3 ( ),  зависящее от 
осевой координаты x.
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В работе [8] показано, что независимо от хиральности одностенная УНТ может быть представлена 




, где a ≈ 0,142 нм – характер-
ный внутренний размер решетки. Следуя [8, 9], далее будем моделировать УНТ упругой ортотропной 
цилиндрической оболочкой, имеющей эффективную толщину h с упругими параметрами Ei, νi, G, где 
E1, E2 – модули Юнга в направлениях осевой и окружной координат x и ϕ соответственно, ν1, ν2 – ко-
эффициенты Пуассона, характеризующие поперечное сокращение (растяжение) при растяжении (сжа-
тии) в направлениях x и ϕ соответственно, а G – модуль сдвига. В силу симметрии имеем E2ν1 = E1ν2. 
Соотношения для вычисления упругих параметров в зависимости от диаметра и хиральности трубки 
представлены в [9]. 
Реакцию неоднородной упругой среды будем учитывать в рамках винклеровского основания [4] с 
коэффициентом постели c3(x). Безмоментные уравнения равновесия УНТ с учетом сил реакции упру-
гой матрицы получаются из общих уравнений равновесия, выведенных в статье [10]. Для случая осе-




















где T1, T2 – микроскопические мембранные усилия, возникающие в осевом и окружном направлениях 
соответственно; u3(x) – нормальный прогиб трубки, моделирующий отклонение атомов от нейтрального 
положения.
Ставя граничные условия T T1 1=
  на краях трубки x = 0, L, находим, что мембранное усилие T T1 1=
 – 
постоянная величина в любом ее сечении.
Введем в рассмотрение макроскопические (классические) мембранные усилия T Tm m1 2
( ) ( ), , соответ-
ствующие микроскопическим напряжениям T1, T2. Согласно нелокальной континуальной теории Эрин-
гена [7] данные напряжения связаны соотношениями
 ℑ( ) = ( )T T T Tm m1 2 1 2, , ,( ) ( )  (2)
где ℑ – дифференциальный оператор, который в случае осесимметричного напряженно-деформирован-
ного состояния имеет вид 







где a – ранее введенные внутренний характерный размер решетки УНТ, а e0 – материальная константа 
нелокальности. Согласно Эрингену e0 = 0,39. Однако Л. Судак [11] полагает, что данный параметр 
должен быть на порядок больше.
Уравнения физического состояния для макроскопической ортотропной цилиндрической оболочки 
имеют вид [12]























































где u1 – тангенциальные перемещения точек нейтральной поверхности трубки.
Замечание. Нелокальный закон физического состояния (2) – (4) в дифференциальной форме не учи-
тывает реальные размеры (наличие краев) нанотрубки, а позволяет принять во внимание лишь дефор-
мации в окрестности точки, в которой находятся напряжения и которая удалена от ее краев. 
Учитывая то, что T T1 1=
















1 ν ν ν
 . (5)
Введем следующие обозначения:


























Подставляя (4) – (6) в первое уравнение (1), приходим к неоднородному дифференциальному урав-
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W t W c W qe+∈ − +( )  + +[ ] = Ξ ,  (7)
где Ξe e d ds= −1
2
0
2 2 2µ , ∈= E E1 2, t T hE1 1 2 1 11
 = −( ) ( )ν ν /  – безразмерная осевая сила.
Заметим, что при R = 0,75 нм величину µ = a R  можно рассматривать как малый параметр [4]. Та-
ким образом, уравнение (7) есть сингулярно возмущенное дифференциальное уравнение с переменны-
ми коэффициентами. Его решение будем искать в виде суперпозиции
 W = w0(s) + wкр(s), 
где w0(s) – медленная функция переменной s, описывающая основное напряженно-деформированное 
состояние в УНТ; а wкр(s) – интегралы краевого эффекта – функции, быстро затухающие при удалении 
от краев трубки. Заметим, что данные интегралы не имеют ничего общего с интегралами краевого эф-
фекта, возникающими в макроскопической оболочке и описывающими чисто моментное напряженно-
деформированное состояние [13]. Функция wкр(s) порождается исключительно учетом наноразмерного 
масштаба (константы e0 в нелокальном законе физического состояния Эрингена).
Функцию w0(s) будем искать в виде ряда
 w0(s) = w00(s) + µ
2 w02(s) + ... . (8)
Подставляя ряд (8) в уравнение (7) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях µ, находим




























∈ −( ) +
′′ + ′′ + ′ ′ + ′′
ν ν 
. (10)
Штрих в (10) и ниже означает дифференцирование по координате s.
Интегралы краевого эффекта будем искать в виде

















Подставляя (11) в (7) и приравнивая коэффициенты при степени µ0, получим уравнение




3 0− + +( ) =e c s c s( ) ( ) ,  (12)
где ε ν ν=∈ −( )1 1 2 .
Приравнивая коэффициенты при µ1, получим дифференциальное уравнение















из которого определяем 




















− κ λ λ κ λ  (13)




34 0− +( ) ≤κ ε .  Данное неравенство соответствует тому случаю, 
когда жесткость УНТ больше жесткости матрицы, в которой она находится. Тогда все корни уравне-
ния (12) будут комплексными: 


























С учетом (8), (13) функция W в первом приближении имеет вид
W w s
d s d s
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34( ) ;= − − +( )( )κ ε  d s c2 3 2( ) /= ∈+ κ , а константы С1, С2, С3, С4  определяются из гра-
ничных условий.
Пример. Рассмотрим шарнирно-опертую одностенную 
углеродную нанотрубку. Граничные условия в данном случае 
записываются в виде
 W W= ′′ = 0  при s = 0, l. 
Были выполнены расчеты для следующих параметров [4, 9]: 
E1 = E2 = E = 1,058 TПа, ν1 = ν2 = ν = 0,270, h = 0,31 нм, 




= − −β α ,  
β = 0,5, α = 1, t1
 = 1, q = 0. Распределение безразмерного прогиба 
W нанотрубки (отклонение атомов от исходного положения) 
вдоль осевой координаты представлено на рисунке.
Как видно, при сжатии трубки осевой силой T1
  наиболь-
шее отклонение атомов от исходного положения имеет место в 
окрестности параллели, на которой реакция окружающей ма-
трицы является наиболее слабой. Данное обстоятельство не-
обходимо учитывать при дальнейшем исследовании потери устойчивости сжимаемой осевыми силами 
УНТ, находящейся в неоднородной упругой среде.
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Зависимость прогиба W от координаты s
